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,,Das mit den 2 Punkten®

Inhalt Teil 1:

1. Welche Schwierigkeiten beinhaltet die Division?
2. Die beiden Fragestellungen der Division (Grund-
vorstellungen des Verteilens und des Aufteilens)

3. Welche Operationsvorstellung sollten Schiiler ent-
wickeln?
4. Bewegungsgesetze der Division

1.Welche Schwierigkeiten beinhaltet die
Division?

Allgemein gilt die Division als die schwierigste der 4
Grundrechenarten. Woran liegt das? Thre mathema-
tische Definition lautet: Die Division ist die Umkeh-
rung der Multiplikation. Diese Definition ist so kurz
wie unzureichend, denn sie erklart nicht, dass es
Teilaufgaben mit Rest gibt. Aus der Multiplikation
lassen sich schlieBlich nur solche Geteilt-Aufgaben
ableiten, die auch ,,aufgehen.” AuBerdem erwihnt
die Definition nicht, dass dieser Rechenart zwei
recht unterschiedliche Grundvorstellungen zu Grun-
de liegen.

Auch fiir die Schiler, die ab der 2. Klasse mit der
Division konfrontiert werden, reicht die alleinige
Ableitung des Teilens aus der Multiplikation (,,Bilde
die Umkehraufgabe!”) nicht aus.

Zum Losen von Geteilt-Aufgaben suchen manche
Schiiler lange und umstidndlich in der auswendig ge-
lernten 1x1-Reihe, um die richtige Aufgabe aufzu-
finden, aus der sie dann die Umkehraufgabe bilden
koénnen. So wird die Teilungsoperation gedanklich

gar nicht vollzogen, sondern wie in einem Suchspiel
wird nur die 1x1-Reihe durchkimmt.

Oft bleibt von dem Zusammenhang zwischen Multi-
plikation und Division beim Schiiler nur nebulds
haften, dass man ,,irgendwie die Malaufgabe umdre-
hen” misse. So wird z. B. die Reihenfolge der Zahlen
vertauscht (2 : 8 = 4), in der Meinung, das Vertau-
schungsgesetz gelte auch hier. Auf die Idee kommt
man nur, wenn man Eins-durch-Eins-Reihen aus-
wendig lernt (wie ein Gedicht) ohne Mengenbezii-
ge, ohne Verstindnis, welche Zahl geteilt wird, wel-
che der Teiler ist, und was tberhaupt ,,Teilen™ be-
deutet.

Die Erklirung des Teilens bedarf also eines hoheren
Aufwandes, sonst werden die Schiiler spdtestens bei
den Sachaufgaben Verstindnisprobleme haben.

2. Die beiden Fragestellungen der
Division
Die Division beantwortet zwei unterschiedliche

Fragestellungen, ndmlich:

1. Wie groB3 ist eine Teilmenge? und 2. Wie viele Teil-
mengen sind es?

Zu 1.: Bei einer gegebenen Ausgangsmenge kann
man die Frage stellen:

Wie groB ist eine Teilmenge, wenn die Anzahl der Teil-
mengen bestimmt ist?
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Ein Beispiel mit GréBen: 24 € : 3 =8 €

Als Rechengeschichte: Oma bringt ihren 3 Enkeln
24 € mit, die diese gleich teilen. Jedes Kind bekommt
8 €.

Hier wird der Dividend (24 €) auf 3 Teilgruppen ver-
teilt, der Quotient (8 €) gibt hier an, wie grof} die
einzelne Teilgruppe ist und ist deswegen mit der glei-
chen Einheit wie der Dividend versehen. Dies ent-
spricht der ,,Grundvorstellung” (Fnl) des Verteilens.

Auf erhohter Abstraktionsstufe lautet dieser Aspekt:
Wie grof3 ist der soundsovielte Teil? Im Beispiel: ,, Wie
heillt der dritte Teil von 24 €2

Zu 2.: Wie viele gleich groBe Teilmengen ergeben sich, wenn
die Grofle einer Teilmenge vorgeschrieben ist?

Bsp. mit GroBen: 24 € : 8 € =3

Als Rechengeschichte: Wenn 24 € auf mehrere Spar-
schweine so aufgeteilt werden, dass in jedes Spar-
schwein 8 € kommen, beantwortet die Rechnung,
wie viele Sparschweine gefiillt werden kénnen.

Hier wird der Dividend in 8 €-groBe Teilgruppen ge-
teilt. Das Ergebnis gibt die Anzahl der Teilgruppen an
(hier 3). Dieses Ergebnis ist deshalb eine reine Zahl
ohne Einheit (wie viele Teilgruppen entstehen? 3).
Diese Fragestellung entspricht der ,,Grundvorstel-
lung® des ,,Aufteilens®.

Auf erhohter Abstraktionsstufe findet sich diese Vor-
stellung als ,,Enthaltensein® wieder: Wie oft ist die
eine GroBe in der anderen enthalten? Im Beispiel: Wie
oft sind 8 € in 24 € enthalten?

Diese Fragestellung wird auch bei der schriftlichen
Division ab der 4. Klasse benutzt.

Die Fragestellung 1 (hier in der Version:,,Wie viel be-
kommt jedes Kind?“), das Verteilen, ist vielen Kindern
aus ihrer Erfahrung schon bekannt (3 Kinder teilen
sich 24 Bonbons). Die mathematische Vorgabe ist,
dass jede der Teilgruppen gleich groB sein muss (die
Vorstellung des ,,gerechten” Teilens als moralische Ka-
tegorie ist hier fehl am Platze).

Die zweite Fragestellung, die des Aufteilens, kann von
den Schulern mithilfe der mehrfachen Addition oder
Subtraktion erschlossen werden: Wie oft kann ich 8 €
zusammen zihlen, um 24 € zu erhalten, oder: Wie oft
kann ich von 24 € den Betrag 8 € wegnehmen?

Aufteil-Aufgaben sind am Zahlenstrahl leichter darzu-
stellen. Eine Strecke von 45 cm kann besser in Strek-
ken zu je 9 cm unterteilt werden, als dass aus ihr 9
gleich lange Teilstrecken gebildet werden. Da misste
man schon vorher wissen, wie lang eine Teilstrecke
werden soll.

Die in der Literatur (und auch hier im Text) hdufig
verwendete Benennung des besprochenen Unter-
schieds als ,, Verteilen” und ,,Aufteilen” ist etwas pro-

blematisch, schon weil es so schwer zu behalten ist,
welches der Worte wofir steht. Im Alltagsgebrauch
der Sprache kann man ndmlich ebenso gut sagen: ,,4
Tafeln Schokolade werden an 2 Kinder verteilt®, wie:
,4 Tafeln Schokolade werden an 2 Kinder aufgeteilt.”
Wenn schon Erwachsene diese Wortwahl wie Voka-
beln auswendig zu lernen versuchen (wenn sie es
denn tun), sollte man diese Wortklauberei den Schii-
lern jedenfalls nicht zumuten.

Wichtig und anzustreben ist jedoch, dass auch die
Schiiler den Unterschied der beiden Fragestellungen
verstehen. Da dieser nur bei benannten GroBen zu
Tage tritt, empfiehlt es sich, die Division auch mit sol-
chen einzuftihren. Sollen die Schiiler etwa 12 Wiirfel
in 3 Gruppen aufteilen, sollte an der Tafel nicht nur
.12 :3“stehen, sondern ,, 12 W : 3 = 4 W*,

Teilziel sollte sein, dass die Schiiler lernen, dass fol-
gende Aufgaben auf jeden Fall falsch sein miissen:

12km:3 =4
12km:3km =4km
12 : 3 km = 4 usw.

Die benannte GroBe muss Teil des Dividenden sein,
sie gibt an, dass — hier — eine Strecke zu teilen ist. Sie
kann dann beim Teiler oder beim Ergebnis auftau-
chen, nie aber bei beiden gleichzeitig.

Umsetzungsvorschlige fiir den Unterricht:
GrofBe einer Teilgruppe oder Anzahl der
Teilgruppen

a) Gegeben ist die GroBe einer Teilmenge.

Eine Gruppe von 12 Schiilern stellt sich vor den
Rest der Klasse.

Die Schiiler sollen 6er-Gruppen bilden. Die ande-
ren Kinder formulieren dann die Rechnung:

12 Schiiler : 6 Schiler = 2.

Die Ubung wird fiir andere Gruppenstirken wie-
derholt (2er, 3er- und 4er-Gruppen).

b) Gegeben ist die Anzahl der Gruppen.

Die 12 Schiiler sollen sich links und rechts von der
Tafel hinstellen, beide Gruppen sollen gleich gro3
sein.

Wieder bildet die Klasse die Rechnung:
12 Schiiler : 2 = 6 Schiiler.
Was ist der Unterschied zu Aufgabe a)?

Die beiden Aspekte beim Kopfrechnen

In Sachaufgaben ist die Zuordnung zur Fragestellung
,Grofle einer Teilmenge™ oder ,,Anzahl der Teilmen-
gen” (Ver- oder Aufteilen) eindeutig, da GréBen ver-
wendet werden. Ist die Aufgabe ohne GréBen und
Kontext gestellt (formale Aufgabe), gibt es jedoch kei-
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nen Hinweis auf die beiden verschiedenen Arten der
Interpretation.

12 : 2 = 6 z.B.verrit nicht, ob hier die 12 in 2 Half-
ten geteilt wird, oder ob die 12 in Teilmengen a 2
geteilt werden soll.

Die reine Rechenaufgabe kann immer auf 2 Arten ge-
rechnet werden, namlich ,verteilnah® oder aufteil-

nah“.?

Bsp.: 60 : 4

60:4=()+()+()+ () verteilnah: Wie heilt
der 4. Teil von 60? Konnte z. B. durch zweimaliges
Halbieren gel&st werden.

60:4=4+4.+4+4 aufteilnah: Wie viele Vierer
stecken in 60? Oder: Wie oft kann man 4 von 60 weg-
nehmen? Rechenweg z. B.: In 40 stecken 10 Vierer
und in 20 stecken 5 Vierer.

Da beide Zuginge moglich sind, stellt sich die Frage,
wie und warum wir uns fir eine der beiden Metho-
den entscheiden. Dafiir ist bei Sachaufgaben der Kon-
text der Aufgabenstellung bestimmend. Ist die GroBe
einer Teilgruppe gegeben und die Anzahl der Teilgrup-
pen gesucht, dann rechnet man meist auch aufteilend.
Bsp.: ,,36 Apfel werden in Tiiten zu je 4 Apfeln ver-
packt. Wie viele Ttten sind das?*

Wie oft ist die Menge 4 Apfel enthalten in der Menge
36 Apfel? (Aufteilen)

Hingegen ist die Vorstellung des Verteilens angespro-
chen in der Aufgabe ,,36 Apfel sollen auf 4 Tiiten ver-
teilt werden. Wie viele Apfel sind in einer Tiite?"
Wie groB ist eine Teilmenge, wenn 36 Apfel in vier
gleich groBe Portionen geteilt werden? (Verteilen)
Die GroBe von Dividend und Divisor konnen einen
Einfluss darauf haben, ob eher aufteilendes oder eher
verteilendes Rechnen naheliegt 2). Ist der GroBenun-
terschied von Dividend und Divisor relativ grof3, etwa
bei der Aufgabe 60:4, ist es einfacher zu tberlegen,
welches der 4. Teil von 60 ist, als sich zu tiberlegen,
wie oft die 4 in die 60 passt. Anders verhdlt es sich,
wenn der GroBenunterschied von Dividend und Divi-
sor verhdltnismafBig gering ist wie bei der Aufgabe
200:50. Hier erscheint es einfacher, sich zu tiberle-
gen, wie oft die 50 in die 200 passt, also aufteilend
vorzugehen, als sich zu tberlegen, welches der 50.
Teil von 200 ist, was einer verteilenden Vorstellung
entspricht.

Oben zitierte Untersuchung zieht folgende Schluss-
folgerung:

,,Gelubte Rechner entscheiden sich automatisch unter
Beachtung beider Aspekte - des Kontextes der Aufgabe
sowie der Zahlenwerte - welche Grundvorstellung an-
gewandt werden soll, ohne sich dies bewusst zu ma-
chen. Es ist vielmehr eine intuitive Wahl. Daher sollte
Kindern im Unterricht der Unterschied zwischen

Aufteilen und Verteilen nicht beigebracht oder ver-
deutlicht werden. Vielmehr sollte die Lehrperson wis-
sen, dass spezifische Aufgaben unterschiedliche Vor-

stellungen ansprechen.” ¥

3.Welche Operationsvorstellung sollten
Schiiler entwickeln?

Uber die beiden Aspekte der Division hinaus sollten
die Schiiler wissen, dass das Teilen ein Spezialfall des
Zerlegens ist. Die Zahl 24 konnte auf vielerlei Arten zer-
legt werden (z. B. 24 = 17 + 3 + 4); nur wenn die
entstehenden Biindel oder Teilmengen gleich grof3
sind, handelt es sich um Teilen im Sinne der Mathe-
matik.

Die Phase der handelnden Durchfiihrung mit Material
darf nicht zu kurz sein. Die Schiiler sollten dabei er-
fahren, dass die (formale) Aufgabe 12 : 3 mit Material
auf 2 Arten gelegt werden kann: Aufteilung in drei
Gruppen (je 4 groB) oder in Gruppen zu je drei Ele-
menten (4 Gruppen). Die Aufgabe selbst gibt keine
Auskunft dariiber.

Dass beides nicht einfach gleich ist, kann klar werden,
wenn die Aufforderung lautet: ,,Teilt 12 in 3 Grup-
pen” (das wirde dem Verteilen entsprechen) und an-
schlieBend: ,, Teilt 12 in Gruppen mit je 3 Elementen®,
was dem Aufteilen entspricht).

Ganz bestimmt falsch aber ist eine solche Darstellung,
wie sie uns hdufig in der Dyskalkulie-Testung bege-
gnet:

12. 3

Abbildung 1: Falsch: die Ziffern ,,nachgeschrieben”

CoL
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Abbildung 2: Auch nicht besser
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Abbildung 3: 12 : 3 = 4 mit Wiirfeln nachgestellt

In allen Fillen malen die Schiiler mit Wiirfeln die ge-
schriebene Aufgabe nach, stellen aber nicht den Tei-
lungsakt einer Menge dar.

Ein weiteres Teilziel des Unterrichts sollte also sein,
dass alle Schiler eine Divisionsaufgabe korrekt mit
Material legen kénnen. Das Teilen liegt genau genom-
men in der Handlung, die ungeordnete Ausgangs-
menge (a) in gleich grofBe Teilmengen zu zerlegen

(b).

Abbildung 4: a) Ausgangsmenge ungebtindelt

Abbildung 5: b) Handlung des Biindelns

Abbildung 6: Richtig: Vier Dreier

Abbildung 7: Auch richtig: 3 Vierer

Verwechslung mit der Subtraktion

Eine falsche Vorstellung sollte thematisiert werden. In
der Aufgabe 24 € : 3 = 8 € wird im Ergebnis nur die
GroBe einer Teilmenge ausgedriickt. Die beiden ande-
ren Teilmengen sind ausgeblendet. Dies erweckt bei
manchen Schilern den Eindruck, dass auch beim Tei-
len etwas kleiner wird, etwas weggenommen wird,
genau wie bei der Subtraktion. Beim Teilen wird die
Ausgangsmenge nur gebiindelt, es werden keine Teil-
mengen von ihr weggenommen.

Umsetzungsvorschlige fiir den Unterricht:
Unterschied zur Subtraktion

Die Schiiler sollen beide Operationen jeweils zwei-
mal hintereinander durchfiihren:

40-2-2=36 100-10-10=280

40:2:2=10 100:10:10=1

Je groBer hierbei Dividend und Divisor gewdahlt
werden, desto eindriicklicher wird der GroéBenun-
terschied der Ergebniszahlen.

So viel zu den Grundvorstellungen der Division. Fiir
ein tieferes Verstindnis sollten im Weiteren auch die
logischen Beziige zwischen Dividend, Divisor und
Quotient (natiirlich ohne Verwendung der lateini-
schen Namen) thematisiert werden.

4. Bewegungsgesetze der Division

a) Je groBer der Teiler, desto kleiner das Ergebnis

Die zu teilende Ausgangsmenge unverdndert gesetzt,
dndert sich der Quotient umgekehrt zur Verdnderung
des Divisors: Je kleiner der eine, desto groBer der an-
dere. Aus der Lebenswirklichkeit der Schiiler lassen
sich hierzu Beispiele finden (In kinderreichen Famili-
en bekommt jedes Kind weniger...)

Seite 4
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Umsetzungsvorschlige fiir den Unterricht:

Zur Verdeutlichung kann auch eine Rechenkette

mit gleichem Dividenden mit Sachsituationen dar-

geboten werden:

30€:2 Die Zwillinge Erika und Eva bekom-
men zusammen 30 € Taschengeld.
Wie viel Taschengeld bekommt jedes
Maidchen?

30€:3 3 Kinder haben im Garten geholfen
und bekommen zur Belohnung 30 €.
Sie teilen zu gleichen Teilen. Wie viel
erhdlt jedes Kind?

30€:5 Funf Freunde teilen sich gleichmiBig
30 €.
Wie viel Geld hat jeder?

30€ :6  Sechs Geschwister bekommen von der
Tante 30 € geschenkt.
Wie viel Geld hat dann jeder, wenn alle
gleich viel bekommen?

30€:10 30 € werden zu gleichen Teilen an 10
Kinder verteilt.
Wie viel bekommt jedes Kind?

Fiille aus: Der Teiler wird , das

Ergebnis wird immer

b) Je gréBer die zu teilende Zahl, desto groBer das
Ergebnis bei gleichem Teiler

Je mehr es zu verteilen gibt, desto mehr Teilgruppen
ergeben sich, bzw. desto groBer wird die einzelne Teil-
menge.

Umsetzungsvorschlige fiir den Unterricht:

Das Verhdltnis zwischen Dividend und Quotient bei
gleichem Teiler begreifen: Eine Rechenkette mit
gleichem Teiler wird in Sachsituationen dargeboten:

18 Eier : 6 Eier In einem kleinen Lebensmittelge-
schift werden 18 Eier in 6er-Kar-
tons verpackt. Wie viele Kartons
ergibt das?

42 Eier : 6 Eier Im Milchladen werden 42 Eier auf
6er-Packungen verteilt.

Wie viele Packungen sind das?

Ohne zu rechnen: Wenn der Supermarkt 240 Eier
geliefert bekommt, wird er mehr oder weniger
6er-Kartons haben als der Milchladen?

Geeignete Aufgaben, bei denen die Schiiler nach

Moéglichkeit nicht rechnen sollten:

Setze das richtige Vergleichszeichen ein!

12:2 O 12:4
18 :2 O 18:3
20:10 (O 20:5
16 : 4 O 16:8
24:8 O 24:6
30:2 O 30:10

¢) Quotientengleichheit durch gleichférmige
Verinderung

Werden die zu teilende Zahl und der Teiler in dersel-

ben Weise multipliziert oder dividiert, bleibt das Er-

gebnis, der Quotient, gleich.

Bsp.:9:3=3 18:6=3 36:12 = 3 usw.

Hier wurden Dividend und Divisor immer verdoppelt, der Quotient
bleibt gleich.

Die Schiiler kénnen sich die Logik dieses Verhdltnisses
so erkldren: Es gibt zwar mehr zu verteilen (1. Zahl ist
groBer geworden), aber - im gleichen Mal3 - auch
mehr Portionen, auf die verteilt wird. So bleibt jede
Portion (Teilgruppe) gleich groB.

Die Schiiler sollen versuchen, die gleichférmige Ver-
dnderung von Dividend und Divisor durch eigene
Beispiele selbst anzuwenden, indem sie ,,groB3e Zah-
len” verkleinern. Dann haben sie auch gleich den
Nutzeffekt, dass die Aufgabe tbersichtlicher wird.

Bsp.: 2400:1200=2 400:200=2 4:2=2

Hier wurden Dividend und Divisor zunachst durch 6,
danach durch 100 dividiert.

Dieses Verhidltnis liegt dem spateren Kiirzen und Er-
weitern von Briichen zu Grunde und sollte Schilern
schon in der Grundschule vertraut sein. Denn es ist
auch die Grundlage des von vielen praktizierten ,,Nul-
len-Streichens® beim Dividieren von ,,groBen Zah-
len, von dem in Teil II dieses Artikels noch die Rede
sein soll.

Fn') Padberg, F, Didaktik der Arithmetik, 3.A. 2005, Minchen, S. 141 ff.

Fn’) (Die Wortwahl wurde hier ibernommen von Kira Grundvorstellun-
gen der Division — Aufteilen und Verteilen, Internetauftritt UniDort-
mund)

Fn®) (vgl. Spiegel, H. & Fromm, A, Eigene Wege beim Dividieren, Bericht
iber eine Untersuchung zu Beginn des 3. Schuljahrs, Schriftenreihe
Didaktik der Mathematik, Bd. 23 Wien 1996)

Weitere Umsetzungsvorschlige fiir den Unterricht von den glei-
chen Autoren finden Sie in ,,Mathe-Fitness“, herausgegeben vom
Domino-Verlag.
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Die Division, das unbekannte Wesen
(Teil 2)

,,Das mit den 2 Punkten*

Christiane Graefen,
Institut z. Behandlung der Rechenschwaiche Miinchen

Inhalt Teil 2:

5. Kopfrechnen: SchlieBendes Rechnen auch in der
Division
6.Teilen von Zehner- und anderen Stufenzahlen

5. SchlieBendes Rechnen auch in der
Division

Wenn der geplagte Schiiler im Dyskalkulie-Test

endlich bei den Divisionsaufgaben ankommt, ver-

zieht sich sein Gesicht fast immer, als ob ihm etwas

weh tite: ,,Geteilt! Das kann ich gar nicht!“

Schiiler, die bei der Aufgabe 56 : 7 das Siebener-Ein-
maleins (1 *7 =7,2+7 = 14...) so weit aufsagen, bis
die ,,56“ endlich als Ergebnis der Malaufgabe kommt,
aus welcher sie dann die Ergebniszahl der gefragten
Geteilt-Aufgabe herausextrahieren koénnen: diese
Schiiler kommen selten, und schon gar nicht in der
gewlnschten Zeit, zum Ziel. IThr Rechenweg ist zu an-
strengend und erfordert zu viele umstindliche Schrit-
te. AuBerdem lernen sie so nichts fiir andere Aufgaben,
denn sie mussen ja immer wieder von vorn beginnen.

Aber auch fiir nicht rechenschwache Schiiler wire ein
verstaindiger Umgang mit der schwierigsten Grundre-
chenart wiinschenswert. Allzu hiufig wird hier gera-
ten und gehofft, dass es stimmen moge.

Zu den Problemen des Kopfrechnens im kleinen Eins-
durcheins gesellen sich verschdrfend noch Aufgaben
tber ,, 10 Mal“. 108 : 9 kann man - laut Auskunft vieler
Schiler - Gberhaupt nur schriftlich rechnen. Der Versuch
des Kopfrechnens scheitert daran, dass das gemitliche
Zerlegen in die Stellenwerte hier nicht klappt. 100:9
und 8:9 macht die Sache noch schlimmer. Denn es
wadre hier eine intelligente Zerlegung des Dividenden
in durch diesen Teiler teilbare Summanden erforderlich.

Kopfrechnen, das die in der Division geltenden Re-
chengesetze anwendet, um vorteilhaft zu rechnen,
legt nicht nur die Grundlage fiir den ,,Durchblick” bei
den einzelnen Einsdurcheins-Reihen, sondern auch
fir den Stoff kommender Schuljahre (Bruchrechnen,
Proportionalitit etc.).

Anstrebenswert ist also neben der korrekten Operati-
onsvorstellung, dass die Schiiler beim Rechnen und
v. a. Kopfrechnen auf eine verldssliche Struktur zu-
rickgreifen kénnen.

Unterricht (und Therapie) sollte fiir das Teilen -
wie fiir die anderen Grundrechenarten auch - Me-

thoden des Kopfrechnens anbieten, die es den
Schiilern erlauben, sich a) an bekannten Aufgaben
zu orientieren und b) sich die Bewegungsgesetze
der Division (s. Artikel in K&Z Nr. 19) zunutze zu
machen. Bei den Wenn-dann-Sitzen des schlieBenden
Rechnens liegt das Ziel nicht nur darin, Zeit zu spa-
ren, sondern vor allem darin, durch das Rechnen
selbst die GroBenvorstellung zu befordern.

5.1. Orientierung an Stiitzpunktaufgaben

Bei der Multiplikation ist mittlerweile Standard in den
meisten Schulbiichern, was in der Dyskalkulie-Therapie
von jeher getan wurde: Ausgehend von den , Kernaufga-
ben“: 2 mal, 5 mal und 10 mal die Zahl, werden die
anderen Aufgaben der Einmaleins-Reihe abgeleitet. Wenn
5mal 7 = 35, dann ist 6 mal 7 ein Siebener mehr, also 42.

In Umkehrung dieser Stiitzpunktaufgaben der Multi-
plikation kann mit den Schiilern jede Einsdurcheins-
Reihe erarbeitet werden.

Im Beispiel sind die Aufgaben 10 mal die Zahl, 5 mal
die Zahl und 2 mal die Zahl als Stiitzpunkte gewdhlt.
(Es kann auch 1 mal die Zahl genommen werden.)

<4 54
vy L7
s <

( } ':0‘
4 g
“. y .“ Y H“ ’

Am Beispiel der 7er-Reihe:

g 63 : 7 ist ein Siebener weniger, also

s 56 :

S 47 .7 ist ein Siebener mehr, also

s 35:7=5

o

‘g 28 : 7 ist ein Siebener ,also
21 :

n14:7=2

¢

X $ 7:7 = -

Ubung:

Auf diese Art konnen auch sog. Nachbaraufgaben gezielt geiibt
werden.Vorgegeben wird eine fertige Divisionsaufgabe. 45 : 9 =
5. Die (von den Schiilern zu bildenden) Nachbaraufgaben im
9er-Einsdurcheins lauten: 54 : 9 = 6 und 36 : 9 = 4. Das
Schwierigste daran ist, den jeweiligen Dividenden zu finden. Es
ist aber auch eine Ubung zur Struktursicherheit: In welcher
Reihe bin ich, und wie lautet die Reihenfolge der Zahlen (ndm-
lich nicht 9 : 45...)?
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Zwar konnen sich die Schiiler auf diese Art selbst die
einzelnen Reihen erschlieBen, es ist jedoch nicht dar-
an gedacht, sie das kleine Einsdurcheins auswendig
lernen zu lassen. Dies ist weder tiblich noch sinnvoll.
Es geht vielmehr darum, dass sie die Zusammenhinge
selbst herstellen miissen.”!

5.2. Benutzung der Bewegungsgesetze in
der Division

Mindestens so wichtig wie das genaue Ausrechnen

von Ergebniszahlen ist das vorausschauende, das ver-

gleichende und abschdtzende ,,Prognostizieren” der

Ergebnisse. Die Schiiler kénnen sich mit Hilfe von

Wissen tiber die Division den jeweiligen Zahlenraum

dividierend erschlieBen:

—Wenn die Schiiler wissen, dass (bei gleichem Divi-
denden) je gréBer der Teiler, desto kleiner das Ergeb-
nis sein muss, haben sie fiir die Gr6B8enabschitzung
einen wichtigen Meilenstein.

— Ebenso hilfreich ist die Erkenntnis, dass (bei glei-
chem Divisor) gilt: Je gréBer der Dividend, desto

grofer der Quotient, und umgekehrt.

— Stltzpunktaufgaben (wie oben) erlauben, Nachbar-
aufgaben zu bilden.

—Bei bestimmten Quotienten ist die Aufgabe klar:
Kommt 1 heraus, dann waren Dividend und Divisor
gleich. Kommt 0 heraus, war der Dividend auch 0.
Ist das Ergebnis 10, dann war der Dividend zehnmal
so grof3 wie der Teiler. Usw.

5.2.1 Je groBer der Teiler bei gleichem Dividenden,
desto kleiner der Quotient.

Wenn das Grundverstindnis, dass eine Ausgangsmenge
in gleich groBe Teilmengen zerlegt wird, bei den Schii-
lern vorhanden ist, konnen sie sich die Beziehung zwi-
schen Anzahl der Teilmengen und ihrer jeweiligen Gro-
Be klar machen: Hat die Oma doppelt so viele Enkelkin-
der, aber gleich viel Geld zum Verteilen, dann bekommt
jedes Enkelkind nur die Hilfte etc. Ebenso die Bezichung
zwischen GrofBe einer Teilmenge und Anzahl der Teil-
mengen: Soll jede einzelne Gruppe groBer werden,
dann wird die Anzahl der Gruppen kleiner. Werden
40 Orangen jeweils zu acht in Netze verteilt, dann ha-
ben wir weniger Netze, als wenn die

40 Orangen in Ser-Netze verpackt wiirden.

Ubung:
Teiler doppelt so grof - Exgebnis halb so grof (und umgekehrt)
Lése durch Uberlegung:

Wenn 24 : 8 = 3, wie grof ist dann 24 : 4 ?
Wenn 18 : 6 = 3, dann ist 18 : 3 doppelt so grof, also 6.

“I: Grundlage dieser Art des schlieBenden Rechnens ist das Distributivge-
setz: Der Dividend wird in eine Summe zerlegt, die Summanden werden
einzeln dividiert. (a +b) :c=a:c+b:c

Das antagonistische Verhéltnis zwischen Divisor und Quo-
tient gilt nattrlich nicht nur bei ,,doppelt so groB - halb so
groB“, sondern bei allen anderen Vervielfachungen. Ist der
Divisor nur ein Drittel des Divisors in der Ausgangsaufga-
be, dann wird der Quotient dreimal so grof3 sein.

Wenn 45 :9 = 5, dann ist 45 : 3 wie viel?

Auf diese Art kénnen die Schiiler, wenn sie darauf ver-
trauen, auch Aufgaben berechnen, die eigentlich einer
hoheren Klassenstufe vorbehalten sind.

5.2.2 Je groBer der Dividend bei gleichem Teiler,
desto groBer das Ergebnis.

Das ist logisch: Wenn es mehr zu verteilen gibt und
die Anzahl der Empfinger bleibt gleich, dann be-
kommt jeder mehr.

Ist dies dem Schiiler klar, kann er folgende Aufgaben
,,blind“, also ohne ein einziges Mal rechnen zu mds-
sen, 1osen.

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division
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Setze das richtige Vergleichszeichen (>, <, =)
12:3 [] 21:3 50:5 [] 40:5
8:2 [] 8:4 15:3 [] 15:5

5.2.3. Quotientengleichheit (ab 4. Klasse)

Wenn Dividend und Teiler beide im gleichen Mal3
(gleicher Faktor) verdndert werden, dann bleibt das
Ergebnis gleich.

Wenn 500 : 100 = 5, dann ist 250 : 50 ebenfalls 5.
(Dividend und Divisor wurden halbiert)

Wenn 42 : 6 = 7, dann ist 84 : 12 auch 7.
(Dividend und Divisor wurden verdoppelt)

Das leuchtet auch Kindern ein: Wenn die Oma, die auf
einmal doppelt so viele Enkelkinder hat, auch doppelt
so viel Geld zum Verschenken mitbringt, dann bleibt
es beim einzelnen Enkel bei der gleichen Geldportion.

Ubungen zur Quotientengleichheit
(gleichsinnige Verdnderung von Dividend und Divisor)

Grundaufgabe: Geteilt-Aufgaben zu vorgegebenen Ergebnissen
finden lassen.

Die Schiiler sollen viele Geteilt-Aufgaben mit dem Ergebnis 20
finden, jeder Schiiler am besten mehrere. Hierdurch wird das
Verstindnis fiir den Zusammenhang mit der Multiplikation
gefordert.

Aufbauanforderung: Die Therapeutin oder Lehrkraft sucht dann
eine der gefundenen Aufgabe heraus, sagen wir:

80 :4 = 20, und verdoppelt Dividend und Divisor.
160 :8.

Nachdem die Klasse festgestellt hat, dass das Ergebnis gleich ist,
sollen die Schiiler bei ihren eigenen Aufgaben suchen, ob sie auch
,Ableitungen” von 80 : 4 = 20 dabei haben.

(sowie 20 : 1 =20; 40 :2 = 20; 800 :40 = 20 usw.)
Vielleicht werden auch noch andere Aufgabengruppen gefunden
(60 :3 =20 etc.)

Dann soll auch bei anderen Aufgaben diese Verdoppelung oder die
Halbierung durchgefiihrt werden.

Diese Ubung ist fiir das spitere Kiirzen und Erweitern
von Brichen wichtig.

Die Quotientengleichheit liegt auch dem in Punkt 6
zu besprechenden Rechentricks zugrunde: ,,Streich
doch einfach die Nullen!*. S.u.

5.3. Quadratzahlen

Auch die Quadratzahlen kénnen als Stiitzpunktzahlen
dienen. Sie sind relativ einfach auswendig zu lernen
und erlauben den schlieBenden Rickgriff auf benach-
barte Aufgaben der gleichen Reihe. Z. B. die besonders
unbeliebte Aufgabe 56 : 8 ldsst sich mit Hilfe der
,Quadrataufgabe” 64 : 8 = 8 leichter l6sen.

Ubung: Nenne die Quadratzahlen bis 100.

Bilde dann selbst Aufgaben wie diese:

9:3=3 16:4=4 25:5=5
Schreibe dann zu jeder gefundenen Aufgabe die beiden Nachbar-
aufgaben!

Als Gedankenstiitze kann die Einmaleinstafel als Hun-
derterfeld dienen, in der die Quadratzahlen eingetra-
gen werden sollen.

x| 2 (3|4 |5|6|7]8]9]10
2 | L 6| 7 |10|12]14]16]18]20
3| 6 |[Lx| 121518212427 |30
4| 8 | 12| Lx|20|24|28|32]36]40
5 | 10| 15|20 |Lk|30]35]40]| 45|50
6 | 1218 |24 |30 || 42|48 54|60
7 |14 2128|3542 |{Lk|56]|63]|70
8 | 16|24 32|40 |48 |56 |LX|79] 80
9 | 18|27 |36|45|54](63|72|L¥|90
10 20|30 |40 |50|60]|70]|80]|90 |L}

5.4. Die 1 als Quotient

Immer wieder ein Aha-Erlebnis: 5 : 5 und 6 : 6 und
7 : 7 haben das immer gleiche Ergebnis 1. Auch Schii-
ler der 2. Klasse kénnen mit ,,riesigen” Zahlen rech-
nen, wenn einmal klar ist, dass 1 herauskommt, wenn
Dividend und Divisor gleich groB sind. Der Fehler, zu
meinen, 0 sei das Ergebnis, kann gut diskutiert wer-
den: Wenn 3 Kinder sich 3 Hefte teilen, dann sind ja
nicht alle Hefte verschwunden... Vielleicht kommen
die Schiler ja auch darauf, dass hier eine Verwechs-
lung mit der Subtraktion vorliegt.

6.Teilen von Zehner- und anderen
Stufenzahlen

Anzustreben ist auch im Zahlenraum der 3. und fol-
genden Klassenstufen eine Operationsvorstellung da-
von, was genau geschieht, wenn eine Zahl durch eine
andere dividiert wird. Dieses wird leider hiufig da-
durch ersetzt, dass die Schiiler im kleinen Einsdurch-
eins rechnen und fiir den gréBeren Zahlenraum Null-
stellen anhdngen oder streichen, oft ohne den richti-
gen Begriff davon zu haben, was sie da eigentlich tun.
Auch wenn sogar im offiziellen Lehrplan und in der
Praxis der Erwachsenen das Streichen von gleich vie-
len Nullen im Dividenden (zu teilende Zahl) und im
Divisor (Teiler) empfohlen wird bzw. gingig ist: Er-
fahrungsgemil fithrt diese Art der (scheinbaren) Er-
leichterung dazu, dass die Schiiler aus Mangel an Ein-
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sicht willkiirlich streichen/anhdngen. Je weniger Gro-
Benvorstellung vorhanden ist, desto eher werden die
Regeln mit denen der Multiplikation, bei der Nullen
angehdngt werden sollen, verwechselt. Und schon
kommt bei 240 : 40 das Ergebnis 600 (eine 6 mit
zwei angehdngten Nullen) heraus.

Oder so:

200:50 =40

Anwendung des Merksatzés: NacH dem Streichen gleich vieler
Nullen hat das Exgebnis so viele Nullen wie die erste Zahl.

Das Streichen von Nullen kann die falsche Vorstel-
lung beférdern, dass 0 ,,nichts” ist, weshalb man sie
ohne langes Uberlegen anhingen oder wegstreichen
kann.

Unverstindnis gegentiber der Bedeutung der Null
zeigt sich auch bei Nullen in der Ergebniszahl selbst,
wie bei 4 X 5 = 20. Wenn gerechnet werden soll
200 : 4, kann das Ergebnis 500 lauten, denn 20 : 4 =5,
und es werden 2 Nullen angehingt, weil 200 eben
zwei Nullen hat.

An diesen Fehlern sieht man, dass das Streichen bzw.
Anhingen ohne Kenntnis der Grinde erfolgt. Mathe-
matisch betrachtet wird beim Streichen von Nullen in
beiden Zahlen der Divisionsaufgabe ja folgendes ge-
rechnet:

Bsp.: 720 : 80 =[]
(720:10) : (80:10) = []
72 . 8 =9

Dividend und Divisor werden durch die gleiche Zahl
geteilt. Der Quotient bleibt gleich. Das wissen aber die
wenigsten Schiiler.

Die Schiler kommen oft selbst schon mit dem Re-
chentrick, die Schule sollte ihnen dies nicht auch so
beibringen, sondern vielmehr Wert darauf legen, dass
die Schiler den ,,Rechentrick auch erkliren konnen.

Manche Leute, die sich schon sehr an die Technik des
Nullen-Weglassens gewohnt haben, fragen: ,,Wie
sonst — wenn nicht mit Nullen-Streichen — soll man
denn solche Aufgaben rechnen wie: 3 200 : 80?
Beispielsweise mit dem Riickgriff auf die benachbarte
Aufgabe 3 200 : 800. Das ware 4. Die gesuchte Zahl
muss also 10 mal so groB sein (s. 0.).

Die Schiiler sollen also ermuntert werden, bei schwe-
ren Aufgaben nicht gleich aufzugeben, sondern zu
fragen: Welche dhnliche einfachere Aufgabe kenne
ich, die mir helfen kann?
L/ L/ L/ L/ L/
.':"‘ﬂ .'."4 .'..: 0':"; ~':"¢
me % W ¥ mmnd EmnY hmmn %
UL O L

Die Division, das unbekannte Wesen
(Teil 3)

Teilen mit Rest

Christiane Graefen,
Institut z. Behandlung der Rechenschwache Miinchen

Inhalt Teil 3:

7. Teilen mit Rest

Manche Schiiler glauben, dass sie eine neue Rechenart
lernen, wenn in der Schule das Teilen mit Rest einge-
fihrt wird.

Anderen kommt die Sache seltsam vor: eine Rech-
nung, die gar nicht ,fertig” ist? Das gab es bislang
nicht im Mathematikunterricht.

Was genau macht das Teilen mit Rest aus?

In der Grundschule ist die gegebene Zahlenmenge die
Menge der natiirlichen Zahlen, also der positiven
ganzen Zahlen (,,Zahlen zum Apfelzihlen"). Nicht
enthalten in dieser Zahlenmenge sind die negativen
und die Bruchzahlen. In der Zahlenmenge N kénnen
die Rechenarten Addition und Multiplikation ohne
Einschrinkungen durchgefithrt werden, nicht hinge-
gen die Subtraktion und die Division. Bei der Subtrak-
tion muss die Einschrinkung gemacht werden, dass
der Subtrahend nicht gréBer sein darf als der Minu-
end. Bei der - hier interessierenden - Division musste
die Einschrinkung gemacht werden, dass der Divi-
dend ein genaues Vielfaches des Divisors sein muss,
wenn die Aufgabe in N l6sbar sein soll. Nur wenn die
Division ,,aufgeht”, ist die Aufgabe im Zahlenraum
der Nattirlichen Zahlen 16sbar.

20 : 5 oder 36 : 9 ist in N losbar.
Aufgaben wie 21 : 5 hingegen nicht.

Man kénnte also sagen: In der Grundschule werden
nur diejenigen Geteilt-Aufgaben gerechnet, die auch
saufgehen®, die anderen Aufgaben kommen spiter
dran, wenn mit dem Bruchrechnen eine neue Zahlen-
menge erdffnet wird. Bekanntlich ist dem nicht so,
schon wegen der schriftlichen Division der 4. Klasse,
die nichts anderes ist als fortgesetztes Teilen mit Rest,
dazu mehr im Kapitel ,,Schriftliche Division®.

Also werden doch alle Geteilt-Aufgaben ohne Ein-
schrankung zugelassen, wodurch die Schiiler damit
konfrontiert werden, dass eine Rechnung nicht bis
zum Ende durchgefiihrt werden kann. Schauen wir
uns das genauer an, und zwar anhand einer Aufgabe
mit benannten GrofBlen, die den Unterschied zwischen
der durchgefiihrten Teilung und dem nicht geteilten
Rest darstellt. Bei Aufgaben mit reinen Zahlen wird
dieser Unterschied nicht so deutlich.

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division
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Aufgabe 1:

265 FuBballfans werden zum Auswirtsspiel ihres
Vereins mit Bussen gebracht. In jedem Bus kénnen
60 Fans mitfahren. Wie viele Busse werden einge-
setzt?

Rechnung: 265:60=4R25

Im Ergebnis kommen 2 Zahlen vor, die 4 (vor dem
Rest) und die 25 (nach dem Rest). Die Bedeutung
dieser Zahlen ist vollig verschieden: 4 ist der Quoti-
ent, und er besagt hier, dass es 4 Busse sein miissen,
wahrend die Zahl 25 eben keine Busse, sondern
25 Fans darstellt. Der Rest (die Fans) sind noch Teil des
Dividenden. Wirklich geteilt wurde nur die Zahl 240
Fans, die nunmehr in den Bussen stecken.

Noch ein Beispiel:

Aufgabe 2:

Mehrere Kinder sollen Geschenkschachteln mit je
5 € erhalten. 21 € sind vorhanden.

Wie viele Schachteln ergibt das?

210€:5€=4R1%£€.

Rechnung:

Der Quotient 4 steht ohne Einheit, denn er benennt ja
die Anzahl der Schachteln. Der Rest 1 € ist als nicht
geteilter Rest eine €-Angabe. Daran sieht man, dass
der Rest Teil des Dividenden ist. Er wird aber rechts
vom Ergebnis notiert. Kein Wunder, wenn einige
Schiiler glauben, der Rest gehore ,irgendwie” zum
Quotienten dazu. Sie haben die Tendenz, den Rest
nicht als solchen stehen zu lassen, sondern ihn ,,wei-
ter zu verarbeiten”. Manche zihlen ihn zum Quotien-
ten dazu. Dann hitten wir in der Busaufgabe 29 Busse:
265 :60 =4 + 25.

In hoheren Klassenstufen ist die Versuchung gegeben,
Quotient und Rest mit einem Komma zu vereinen,
was zu 4,25 Bussen fuhren wiirde.

Dieser Verwirrung koénnte abgeholfen werden, wenn
von vornherein die Schreibweise der schriftlichen
Division verwendet wiirde: Der geteilte Anteil des
Dividenden wird abgezogen, der Rest darunter notiert.

265 :60 =

4
—240 4-60

25 Rest

Dann wire klar gestellt, dass der Rest zur Ausgangs-
zahl gehort und die Schiiler wiirden sich schon in der
dritten Klasse an die Schreibweise gewohnen, die an-
sonsten zu den Schwierigkeiten der schriftlichen Di-
vision in der 4. Klasse dazukommt.

Dieser Vorschlag ist natiirlich kein Allheilmittel gegen
alle méglichen Fehler, aber fiir das Grundverstindnis
ware diese Schreibweise hilfreich.

Die Kluft zwischen Mathematik und dem
wirklichen Leben

Wenn es in einer Familie mit 5 Mitgliedern einmal 21
Faschingskrapfen zu essen gibt, dann kann man ziem-
lich sicher sein, dass nach der Mahlzeit nicht genau
einer dieser Krapfen tibrig bleibt. Selbst wenn alle
gleich viele Krapfen essen wiirden (und nur dann
wire es iiberhaupt eine Geteilt-Aufgabe), dann wiirde
sicher der letzte Krapfen auch noch einen Abnehmer
finden. Insofern ist das Teilen mit Rest unrealistisch.

Und genau dieser Unterschied zum tiglichen Leben
wird dann seitens der Schule in Sachaufgaben ge-
packt. Wenn im wirklichen Leben ein Rest vorliegt,
dann kommt es darauf an, wie man damit umgeht.
Manchmal wird groBziigig noch eine 1 beim Quoti-
enten draufgelegt:

Wie viele Busse werden benétigt fiir die 265 Fans aus
Aufgabe 1? Wir hatten gerechnet 265 : 60 = 4R 25.4
Busse reichen nicht aus, es muss einer mehr sein, da-
mit kein Fan stehen bleibt.

In anderen Fillen bleibt wirklich etwas tibrig: Bei den
Geschenkschachteln kann nicht noch ein Kind mehr
eine bekommen. Dort bleibt ein Euro iibrig.

Die Schiiler sollen also nicht bei der rein rechnerisch
ermittelten Ergebniszahl stehen bleiben, sondern sie
sollen iiberlegen, wie das praktische Leben mit dem
ungeteilten Rest verfahren wiirde. Eine Leistung, die
ein gedankliches Umschalten erfordert und im Unter-
richtsgesprich getibt werden kénnte.

Selbst iiberpriifen durch Proberechnung

Wenn das Teilen mit Rest gut verstanden ist, kénnen
die Schiiler die entsprechende Proberechnung kennen
lernen, mit der sie selbst nachpriifen, ob richtig ge-
rechnet wurde. Auch hier empfehlen sich Beispiele
mit Einheiten.

27 € :5€ =5R 2 €. Rickwirts“ rechnen
bedeutet hier: 5 - 5€ + 2 €

Der Rest muss addiert werden, weil er ja auch zum
Quotienten gehort.

Beliebte Fehler

a) ,,Es wire noch einmal gegangen”

Wenn ein Schiler 34 : 4 = 7 Rest 6 rechnet, dann
wird er in der Regel einen Fehler angeschrieben be-
kommen, mit dem Argument, er hitte ja noch einmal
teilen kénnen. Uberpriifen wir die Rechnung mit o. g.
Proberechnung. Quotient mal Teiler plus Rest. 4*¥7+6
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= 34, das stimmt. Im rein mathematischen Sinn ist die
Aufgabe also nicht falsch berechnet. Es bedarf also der
Ubereinkunft, dass so oft wie méglich geteilt werden
muss. Denn: Passiert dieser ,,Fehler” bei der schriftli-
chen Division, dann wird der Quotient eine Stelle zu
viel haben, (dazu spdter). Das ist dann natiirlich ein
Fehler ohne Anfithrungszeichen.

b) Fehler, zu hoch zu greifen in der Einmaleins-Reihe.
Bsp.: 66 : 8 = 9 Rest 6.

Hier wurde offenbar 72 : 8 = 9 gerechnet, der ,,Rest”
6 bezeichnet den Unterschied von 66 und 72. Es wur-
de aus dem Auge verloren, dass nicht mehr geteilt wer-
den kann, als per Dividend zur Verfiigung steht.

Diesen Fehler kénnen die Schiiler mit Hilfe der Um-
kehraufgabe (9 - 8 + 6 # 66) selbst feststellen, viel-
leicht kommen sie sogar auf die falsche Uberlegung
des Rechners.

- 08 04 046
e Division

, Teilen mit Rest

Wie heiBt der Teiler?
Schreibe die richtige Zahl in das Kastchen!

9: [ ]=2Rest1 )
27: [ ] =5Rest2 N '
14: [ ] =1Rests 5
31: D =5Rest 1 D
190 [ ] =2Rest3
48 D =9 Rest 3
0: [ ]=6Rrests

Und jetzt noch etwas schwerer: Wie heiBt die Zahl, die hier geteilt wurde?

[ ]:4=3Rest2
[[]:5=4Rest
[ []:3=9Rest2
[ []:7=5Rest3

D :8=3Rest7
D 19 =9Rest 4

& '\‘_"

Ubungsvorschlag
Wie groB kann der Rest hochstens sein?
Eine Rechenkette durchdividieren

Die Zahlen von 5 bis 25 werden durch 5 geteilt (5 :
5=1.6:5=1Rest1. 7:5=1 Rest 2 usw.). Dabei
wird festgestellt, dass es viel hiufiger vorkommt,
dass die Division einen Rest ergibt, als dass sie ,,auf-
geht“. AuBlerdem kann die Frage beantwortet wer-
den, wie grof3 der Rest in der 5er-Reihe hochstens
sein kann: 4.Vielleicht finden die Schiiler noch her-

aus, welche allgemeine Aussage man iiber die Gro-
Be des Rests treffen kann: Er wird hochstens um 1
kleiner sein als der Teiler. Logisch, denn noch ein
Einer mehr, und die Teilmenge ist wieder voll.

Wie heif3t der grofite Rest im Dreier-Einmaleins?

Wie heif3t der grofite Rest im Zwolfer-Einmaleins?

S P P P S
&Y oSy oSy oSy asy
H“‘ ) H‘. () “‘ () H“ / H“ /

Die schriftliche Division
(Teil 4)

,»Wo muss ich das hinschreiben?*

Christiane Graefen,
Institut z. Behandlung der Rechenschwiche Miinchen

Inhalt Teil 4:

8. Schriftliche Division

1. Probleme

,Wo muss ich das hinschreiben?” ist die hdufig von
Schiilern gestellte Frage, welche die Hilflosigkeit ge-
geniiber einem komplexen formalisierten Verfahren
Verrat.

e Der Schiler ist irritiert, weil er hier nicht nur hori-
zontal (von links nach rechts), sondern auch verti-
kal (von oben nach unten) rechnen muss.

¢ FEr versteht nicht, dass er nicht nur teilen soll, son-
dern auch minus und mal rechnen muss, und vor
allem versteht er nicht, warum?

* Fr verliert leicht den Uberblick und weil3 nicht, an
welcher Stelle im Ablauf des formalisierten Verfah-
rens er sich gerade befindet.

* Vor lauter Rechenvorschriften kommt das schriftli-
che Teilen ihm vor wie eine ganz neue Rechenart.
Der Zusammenhang mit dem ,normalen” Teilen
(wenn er denn dieses tiberhaupt beherrscht) ist fiir
ihn nicht erkennbar.

* Im Kampf Ziffer fur Ziffer geht die GroBenvorstel-
lung verloren. Vor allem, wenn Nullen im Dividen-
den vorkommen, produzieren die Schiiler oft viel
zu kleine Ergebniszahlen (denn ,,Null ist nichts,
also schreibe ich nichts hin®).

Aus all dem resultiert die groBe Unbeliebtheit der
schriftlichen Division.

Hier soll versucht werden, durch eine alternative Her-
angehensweise dem Verfahren etwas von seiner Sper-
rigkeit zu nehmen.

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division
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2. Grundsiatzliches

Prinzipiell sollte vermieden werden, das Ordnungs-
schema der schriftlichen Division als nicht weiter be-
grindbare ,,Vorschrift” nahe bringen zu wollen.
,,Dann musst du das machen und dann das ...“ fuhrt
zu nachahmender statt verstehender Rechentechnik.
Wichtig hingegen ist der Sinn des schriftlichen Rech-
nens: Es geht um Aufgaben mit grofen Zahlen, die
man schlecht im Kopf rechnen kann. Die zerlegen wir
in kleinere Aufgaben, die wir schon seit der 3. Klasse
rechnen kénnen.

Denn schriftlich teilen ist nichts anderes als eine Ab-
folge von mehrfachem, nach einander erfolgendem
Teilen mit Rest. Geteilt wird der Dividend, indem man
Stelle fur Stelle von ihm dividiert. Fur die erforderli-
che Technik kommt nur noch der Stellen-Tausch dazu.

3. Zunachst einstellig

Den Ausgangspunkt bildet die Erklirung zur Schreib-
weise, wie sie im Artikel ,Division“ in Kopf und
Zahl 21, Seite 2 vorgeschlagen wurde.
Bsp:. 9:2=4

-8 (schon erledigt: 2 « 4)

=1 Rest *

* (Das Gleichheitszeichen kann spéter durch den Strich mit glei-
cher Bedeutung ersetzt werden)

Gerade in einer Aufgabe mit einstelligem Dividenden
kann gut gezeigt werden, wie die Schreibweise orga-
nisiert ist: Das Ergebnis des Teilens (hier 4) steht wie
immer rechts vom Gleichheitszeichen. Das Weiter-
rechnen findet nach unten hin statt.

4. Der Akt des Tauschens

Sehen wir an einem Beispiel, wie und wo genau der
Stellentausch passiert, indem wir den bekannten Akt
,,die nichste Ziffer herunterschreiben® in zwei Schrit-
te zerlegen: Bsp.:

450 :3

Wir beginnen beim groften Stellenwert, der Hunder-
terstelle:

4 H:3 =1 H. Wenn 4-Hundert-€-Scheine auf 3 Per-
sonen verteilt werden, bekommt zundchst jeder einen
Hunderter*. Es bleibt 1 H iibrig, der noch nicht geteilt
wurde. Als Hunderter kénnen wir ihn nicht teilen. Was
tun? Wir machen den Hunderter klein, indem wir ihn
in 10 Zehner tauschen. Das ist doch unsere zweite
Chance: Als Hunderter kénnen wir den 1 H nicht
mebhr teilen, aber die Zehnerstelle ist ja noch dran.

450:3=1 (far jede Person 1 H)
— 3 H (erledigt)
10

Wir schreiben hinter die 1 (Rest 1 H) eine 0, womit
1 Hin 10 Z getauscht ist (das ergibt sich rein durch die
Stellenschreibweise). Bevor wir es mit dem Teilen der
nunmehr 10 Z noch einmal versuchen, nehmen wir die
5 Z - aus dem ganz praktischen Grund, dass die Zehner-
stelle jetzt zum Teilen ansteht - in der Ausgangszahl
noch dazu. Jetzt haben wir 15 Z, die wir durch 3 teilen.

450:3=1
— 3 H (erledigt)
15 (10Z + 5Z)

(fr jede Person 1 H)

und jetzt geht es.
Ergibt noch 5 Z fiir jeden. 450 : 3 = 15...

Dieses Beispiel sollte verdeutlichen, wie elegant das
Tauschen des nicht geteilten Rests in den nédchst klei-
neren Stellenwert funktioniert. Wir alle haben es so
gelernt, dass sogleich die ndchste Ziffer neben die
Rest-Ziffer geschrieben wird. Aber rein logisch setzt
dies ja schon voraus, dass dort eine zweistellige Zahl
- eigentlich - steht. Denn sonst hieBe es ja in unserem
Beispiel 1 + 5 = 6... Anders gesagt: Die jeweils neu zu
teilende Zahl ist eine Kombination (Addition) des in
eine kleinere Stelle getauschten Rests der vorherigen Teilung
und der neuen, noch nicht geteilten Stelle der zu tei-
lenden Zahl. Darauf sollte man Wert legen.

Alle anderen Rechenarten leisten nur Hilfsdienste fiir
diesen einen Hauptgesichtspunkt. Damit sollen die
Fragen erledigt werden ,,Wann muss ich minus ...,
wann mal ...“.

Deshalb sollten zugleich die anderen beteiligten Re-
chenarten, ndmlich Minus (die bereits geteilte Zahl
wird abgezogen) und Mal (damit wird die tatsichlich
geteilte Zahl ermittelt) moglichst wenig betont wer-
den. Beim Schiiler soll im Rahmen des Moglichen
nicht der Eindruck vorherrschen, dass er hier immer
3 Rechenarten anwenden muss. Minus und Mal sind
lediglich Hilfsmittel, die sich aus der Verfolgung der
Logik des Teilens mit Rest ergeben.

In der Beispielrechnung mitissen wir noch 0 : 3 rech-
nen. Auch das kann diskutiert werden: Angenommen,
0 geteilt durch ,,geht nicht”, was viele Schiiler glau-
ben, dann konnten wir nichts rechnen und keine Er-
gebnisziffer notieren. Bei 450 : 3 kidme heraus: 15.
Das kann nattirlich nicht sein, da die zehnmal so groB3e
Zahl zu dividieren ist wie bei 45 : 3 = 15. Logischer
Weise muss der Quotient auch zehnmal so groB sein.

Also gilt: 0 geteilt durch eine Zahl ist immer 0. Das ist
ein Rechenergebnis und muss wie immer notiert wer-
den. 450 : 3 = 150.

Seite 12

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division



5. Die Anzahl der Stellen beim Quotienten

Das Augenmerk kann bereits bei einstelligem Divi-
denden auf den Stellenwert gelenkt werden:
Einer : Einer = Einer (das Ergebnis ist einstellig).
Hier kann es aber auch sein, dass das Teilen nicht ein-
mal 1 Mal durchgefiihrt werden kann, wenn nimlich
der Dividend < Divisor. Dann ist das Ergebnis 0 R Di-
vidend.

Bsp: 6:7=0
-0 (0-7)
=6 Rest

Die Schiler sollen hier erstens verstehen, dass die 0
ein Ergebnis ist, und nicht etwa ,,nix". Das Phdnomen,
dass das Teilungsergebnis 0 ist, sollte ihnen nicht erst
mitten in einer Aufgabe begegnen, sondern dies sollte
gleich am Anfang anhand von einstelligen Rechnun-
gen thematisiert werden.

Das ist das Prinzip: Jede Stelle wird einzeln geteilt,
und fiir jedes Teilergebnis muss eine Ergebnisziffer
aufgeschrieben werden.

Zweitens halten wir beziiglich der Anzahl von Stellen
im Ergebnis fest:

Weitere Ubungen

0808 131
Division
Schriftliches Teilen

Rechne aus:

78 15:

LR R RS 3 4

1395 :9 =

Wann hat das Ergebnis genau so viele Stellen wie die Ausgangszahl, und
wann hat es eine Stelle weniger?

\ Y,

Bei einstelligem Dividenden kann das Ergebnis keine
oder eine Stelle haben.

Danach werden 2-stellige Dividenden geteilt, und
hierbei ergibt sich, dass der Quotient entweder eine
oder zwei Stellen hat.

Allgemein gilt: Bei einstelligem Teiler ** hat der Quotient ent-
weder ebenso viele Stellen wie der Dividend oder eine Stelle we-
niger. Das hdngt davon ab, ob sich die erste Stelle teilen ldsst
oder nicht.

Dies ist eine Orientierungshilfe fiir die Schiiler und
erlaubt ihnen die eigene Fehlerkorrektur. Die Reflexi-
on: ,,Wie viele Stellen wird das Ergebnis haben?" hilft
auch, einen anderen ,,beliebten® Fehler zu entdecken:
,.Bs wire noch einmal gegangen® - der Schiiler nimmt
in einem Divisionsschritt nicht den groBtmaoglichen
Quotienten:

Bsp.:  375:5=615
=30
75
-75
0
37 : 5 soll natiirlich nicht 6 R 7 ergeben (wenngleich

dieser Fehler, mathematisch betrachtet, keiner ist,
sondern ein Regelverstof3). Beim schriftlichen Rech-

~

08 08 134

Division
Schriftliches Teilen

Rechne aus:

5520: 8

—
EE R E RS 2
4 480 :7 =
KWK ARk
3480: 6=

Kreuze die richtige Antwort an:
o 0:6=0. ) 0:6 geht nicht
o 0:6=nix. o 0:6=6

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division
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nen fiihrt das ndmlich dazu, dass das Ergebnis eine
Stelle zu viel hat.
Finen solchen Fehler einmal vorzufiihren, stellt die
Schiiler vor die herausfordernde Frage: Was ist hier
schief gegangen?

6. Spezialfalle

Spezialfall 1: Tauschakt schon an der ersten Stelle
»Ich hole am Anfang gleich zwei Stellen runter*

Bsp.:
616 :7 =

Weil 6H : 7 sich nicht einmal 1 Mal teilen lisst, sparen
wir Zeit und Umwege, indem wir die 6H gleich tau-
schen in 60Z und nehmen den 1 Zehner des Dividen-
den dazu. Dadurch entsteht die Zahl 61 (Zehner), die
durch 7 geteilt werden kann. Der Tauschakt 6H = 60Z
wird durch den Bogen ausdriickt, der iiber die beiden
ersten Ziffern geschrieben wird.

Spezialfall 2: Nullen im Dividenden
»Von wegen, Null ist nichts!“

Weitere Ubungen

Zum Verstindnis kann vor der Einfihrung der
schriftlichen Division folgende Spielsituation dar-
gestellt werden:

Material: Dezimalsystem-Material, Spielgeldscheine
und -miinzen (es gibt nur — wenn als Spielgeld
vorhanden — Zehntausender, Tausender, Hunderter,
Einer. Es ist die ,,Stellenwert-Bank )

800 € verteilt auf 4 Personen

Acht 100-€-Scheine sollen 4 Personen verteilt
werden. Jeder bekommt 2 Scheine. Kein Problem.

Wir schreiben auf: 800 : 4 = 200
oder: 8H:4=2H
(Bemerkung: 2 H ist das gleiche wie 20 Z)

Nachste Situation: 4 Personen teilen sich 900 €. Es
gibt neun 100-€-Scheine.

Zundchst bekommt jeder 2 Scheine, ein Schein
bleibt tibrig. Was nun? Durchspielen.

Bsp.:
90030 :3

Vor dem Rechnen wird diskutiert, wie grof3 in etwa
der Quotient sein muss. Eine Zehntausender-Zahl ge-
teilt durch Einer ergibt wieder eine ZT-Zahl, wenn
sich die erste Stelle teilen lisst.

Das vorstellbare falsche Ergebnis 31 kann besprochen
werden als Beispiel dafiir, was passiert, wenn man die
,,0% nicht im Ergebnis notiert.

Wie bei allen schriftlichen Rechenverfahren ist eine
gewohnheitsmiBige GréBenabschitzung vor dem
Ausrechnen anzustreben. Dann sind die Schiiler selbst
besser in der Lage, Fehler zu finden, die z. B. durch
schlechtes Untereinander-Schreiben entstanden sind.

* Hier wird der Verteilgedanke angewandt: Der Teiler gibt die
Anzahl der Teilgruppen an. Bei groBerem Divisor wird man
eher den Gedanken des Enthalten-Seins anwenden: 30 : 18 wie
oft ist die 18 in der 30 enthalten.

** Dem neuen Lehrplan sei Dank miissen wir uns in der Grund-
schule nicht mit mehrstelligen Teilern herumschlagen.

Einer kommt auf die Idee: Er geht zum Wechseln.
Soll er alles wechseln? Nein, es ist ja gar nichts
mehr da, auller der Rest: 1 H

Er kommt wieder mit 10 Zehnern. Sie werden ge-
teilt, jeder bekommt 2 Zehner, 2 bleiben tbrig. Er
geht wieder und kommt mit Einern zurtick.

Erkenntnis: Nichts anderes ist die schriftliche Divi-
sion:

® Es wird so oft geteilt, wie Stellen vorhanden sind.
® Es wird so oft getauscht, wie Rest vorhanden ist

Gebraucht wird die schriftliche Division vor allem,
wenn es um grofe und untibersichtliche Zahlen
geht, bei denen Kopfrechnen schlecht funktioniert.
Diese Aufgaben kénnen wir mit der schriftlichen
Division schrittweise rechnen. (Sie erleichtert also
den Umgang mit Zahlen und erschwert ihn nicht)

Verein fiir Lerntherapie und Dyskalkulie e.V.

Impressum:
Herausgeber: Verein fir Lern- und Dyskalkulietherapie,
Minchen, Brienner Stral3e 48

° Redaktion: Alexander v. Schwerin (verantwortlich),
Internet: Beate Lampke, Miinchen
www.dyskalkulie.de Christian Bussebaum, Elke Focke, Diisseldorf;
c0 o 0000 E'M?ﬂ‘ ) Wolfgang Hoffmann, Dortmund; Katja Rochmann, Osnabriick
e0000000 verein@dyskalkulie.de Endkorrektur: Martina Schneider, KoIn
Layout und Satz: Schmidt Media Design, Miinchen
Seite 14 ©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division



Aktuelle Informationen zu ILSA

ILSA ist ein Konzept fir den Mathematikunterricht
der Klasse 1 bis Anfang Klasse 2 und kann schulbuch-
erginzend oder schulbuchersetzend eingesetzt wer-
den. Zudem koénnen die Materialien im Férderunter-
richt bzw.

in Forderschulen klassenstufentibergreifend ange-
wandt werden.

Wir empfehlen das Verwenden der ILSA-Materialien
nach Besuch der ILSA-Fortbildungen, manche Dar-
stellung in den Arbeitsheften, die allgemeine Metho-
dik, die Anwendung der Screenings wird erst dann
wirklich klar vor allem aber iiberblickt man erst nach
den Fortbildungen die Konzeption und Praxis der
ILSA.

Entwickhung 1) R5A Lomaromickiung

ILSA 1 %

Ausbildung Malhermatch Larmiheapoutischs bkt p

’Das Grundlagenmodul - Die Ebenen des Lernens (Mathe) 0317

6.4 Das Zusammenspiel der Ebenen

Bildliche
Darstellung

Die ILSA-Website wird bearbeitet, sie konnen aber
weiterhin unter

wwW.ILSA-Lernentwicklung.de

unter Material, ,,Bestellung des...” die Materialien in-
klusive Arbeitshefte 1 zum Zahlenraum 10, Arbeits-
heft 2 zur Erarbeitung des SWS, Arbeitshefte 3 zum
Rechnen im ZR 100 inklusive Zehneriiber/unter-
schreitungen sichten und bestellen.

: Enttwickluny P - -
ILSA 1 o st
Ausbildung Twﬂ Lermiherapetisches lnaitt ;,‘
IAusbiIdungsmodul 1 - ILSA-Forderprogramm | 0097 |

Der Aufbau kardinaler Zahlstrukturen
7.2 Einfilhrung der Anzahlen von 6 bis 10
(enaktiv am Fingerbild und Zehnerfeldfeld)

7.2.2 Darstellung der Anzahl 6 (Kernstrukturen, simultan positiv)

Spontan!
®
®

,
2

Nicht zdhlend!

Die zuktinfigen ILSA Fortbildungstermine entnehmen
Sie der Rubrik ,,Fortbildung™.

Die ILSA Screenings wurden auch dem erweiterten
Umfang der ILSA (bis zur Zehneriiber/unterschrei-
tung im ZR 100) angepasst und sind in sich jeweils
kiirzer und damit in der Praxis noch handhabbarer
geworden.

Sofern erginzend zu Materialbestellungen oder Fort-
bildungsanmeldungen Interesse/Fragen an/zu ILSA
besteht, kénnen Sie sich gerne unter

info@ilsa-Lernentwicklung.de

melden, wir werden schnellst méglich antworten.

©Kopf und Zahl, 1. Sonderheft zum Thema Division
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M L Mathematisch-Lerntherapeutisches Institut

Institut zur Therapie der Rechenschwéache / Dyskalkulie

Forderdiagnostik — Beratung — Lerntherapie — Lehrerfortbildung
Kurfurstenstr. 8, 40211 Dusseldorf

Telefonsprechstunde:
Mo. — Fr. 11.00 — 13.00 Uhr

Tel.: 0211 — 1710667, Fax: 0211 — 1710668
E-Mail : mli@rechenschwaeche.org, Internet: www.rechenschwaeche.org

Online-Elternabend
Das MLI lddt Sie zu einem kostenlosen Zoom-Meeting ein.
Donnerstag, 16.03.2023, von 19:30 Uhr bis ca. 21:15 Uhr

zum Thema

Rechenschwiche —Was kann ich tun? Was sollte ich lieber lassen?

Dieses Treffen veranstalten wir virtuell iiber die Zoom-Plattform.
Eine Anmeldung ist nicht erforderlich.
So treten Sie dem Zoom-Meeting bei:

® Nur mit Threm Browser unter der Adresse:
zoom.us/j/ 94136933618 und dem Kenncode/Passwort: 416346

® Alternative: Vorab den Zoom-Client (alias Zoom-App) installieren und
sich dartiber mit der Meeting-ID: 941 3693 3618 und obigem Kenncode/Passwort anmelden.

Fiir die folgenden Veranstaltungen ist eine Anmeldung mit Angabe
der Rechnungs-E-Mail-Adresse notwendig.

Lehrerfortbildung Modul 1 online (Lehrer)
29.03.2023, 12—16 Uhr, Kosten 50 € je TL

Rechenschwiche vermeiden, worauf muss ich im Unterricht achten?
Unterrichtskonzeption Anfangsunterricht Zihlen durch Rechnen ersetzen, den ZR 10 verstehen

Lehrerfortbildungsmodul 2 online (Lehrer)
17.05.2023, 12—16 Uhr, Kosten 50 € jeTL

Rechenschwiche vermeiden Teil 2:
Das Stellenwertsystem, Rechnen im ZR 100 Multiplikation/Division

Anmeldung jeweils unter mli@rechenschwaeche.org,
Sie erhalten mit der Anmeldebestitigung ihre Zugangsdaten.

Anmeldungen nur per E-Mail an mli@rechenschwaeche.org unter Angabe ihres Namens
und der Rechnungsadresse (Rechnung kommt per E-Mail nach Modul 2!).
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